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Introduction

Introduction

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel. Son histoire
remonte a L’Hopital (1693) qui se pose la question d’interpréter la dérivée d’ordre

1/2. C’est Lacroix (1879) qui montre que pour f(z) =z et a > 0,

1
L pay= et oy
dz2 r (a + %)

Ensuite, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Weyl, Riez, Marchaud et Caputo,
entre autres, ont contribué au développement du calcul fractionnaire dans lequel on
définit les dérivées et intégrales non entieres.

Dans ce cadre et pour notre support bibliographique nous nous sommes appuyés
principalement sur les ouvrages de Samko, Kilbas et Marichev , celui de Rubin
ainsi que Kilbas, Srivastava et Trujillo. Les équations différentielles fractionnaires
(EDF) apparaissent naturellement dans différents domaines scientifiques comme la
physique, I'ingénierie, la médicine, I’électrochimie, la théorie du contrdle, etc. L’effi-
cacité de ces équations dans la modélisation de plusieurs phénomenes du monde réel
a motivé beaucoup de chercheurs a étudier leurs aspects quantitatifs et qualitatifs.

Les études sur 'existence et I'unicité des solutions d’équations différentielles frac-
tionnaires sont tres abondantes, entre autres les travaux citer Zhang et Benchohra .
On propose dans ce travail, de faire une synthese de certains travaux sur 1’existence
et I'unicité des solutions pour certaines classes d’équations différentielles d’ordre
fractionnaire.

Le mémoire se compose de deux chapitres qui s’articulent de la fagon suivante :

Le premier chapitre est consacré aux définitions élémentaires et notions de base re-
latives au calcul fractionnaire telles que : 'intégration fractionnaire, la dérivation
fractionnaire au sense de Riemann-Liouville, Caputo et Katugampola On présen-
tera quelques unes de leurs propriétés et on précisera aussi la relation entre ces trois
approches, qui sont les plus utilisées.

Dans le seconde chapitre, il y a trois sections telle que :

1. Dans premier section considérer un probleme étudiée par S. Zhang. ¢’est I’équa-
tion différentielle fractionnaire non linéaire de type Riemann-Liouville suivante :
D§iu(t) + f(t,u(t)) =0, te0,1], 3<a<4 (1)

u(0) =/ (0) =u"(0) =u"(1) =0

ou f:[0,1] x R — R est une fonction continue.

I1I



Introduction

2. Dans le seconde section on abordera la question d’existence et d’unicité de
la solution pour le probleme de Cauchy et le probleme aux limites pour I’équations

différentielle d’ordre fractionnaire de type Caputo suivant :

)
(2)

{ CDy(t) = f(t,y(t)), t€[0,T], 0<a<l
y(0) =wo, wo€R

10).
{ “Dy(t) = f(t.y(1), t€[0,T], 0<a<l (3)

ay(0) +by(T) = ¢
3. Dans la derniére section nous avons discuté de l'existence et du caractere
unique des solutions. pour une classe d’équations différentielles fractionnaires impli-
cites non linéaires suivant :
PDu(t) = f(t,u(t), Dgiu(t)), t€[0,7]. 1)
u(0) =0
L’existence et I'unicité d’une solution continue de tous les problémes est établit par la
transformation de ce probléme a une équation intégrale équivalente, dont la solution
est identifiée a un point fixe d’un opérateur contractant (sous certaines hypotheses

suffisantes sur la fonction f) dans un espace fonctionnel convenablement choisi.

vV



Chapitre 1

Définitions et notions de base

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives
au calcul fractionnaire, telles que : les fonctions spéciales (Gamma, Beta, Mittag-
Leffler), I'intégration fractionnaire de Riemann Liouville et de Katugampola, la dé-
rivation fractionnaire au sense Riemann-Liouville, Caputo, Katugampola, qui sont

les plus utilisées, Lemmes Fondamentaux et théoremes de point fixe.

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1.1. On appelle fonction Gamma, la fonction défine par :
(z) = / T lemtdt,  (z€C, Re(z) > 0)
0

avec t*~1 = ele—1)Int

Exemple 1.1.1.

1. N
(1) = / e~tdt = 1
0

1 too 1 1
F(i) = —e’tdt \/_/ e 2" ds = /7
0

1
(posant le changement de variable t = 532)

Lemme 1.1.1. [8],/9] La fonction Gamma est une fonction de classe C*° sur RY,

(resp holomorphe sur le demi plan x € C, Re(x) > 0) et

+oo
Vk € N*, Vo € R}, (resp,x € C, Re(z) > 0), T®(z) = / (Int)*t* e~ dt
0

1



Chapitre 01 Définitions et notions de base

Proposition 1.1.1. /[8/,/9] Pour tout x € C, Re(x) >0, n €N, on a :
1. T(z+1) =2l(x)
2. T(n+1) = (n)!
3. T(n+ 1) =Zvr

22nn!

Preuve.

1.

Pr+1) = [ etdt = [—t7e—]™ T ety
(x+1) = 5 e —[ t’e }0 +x ; e
= zl(x)

2. il suffit d’appliquons 1 pour x = n

3.
Tt 3) = (n—3)n— )0 3)
_ (2n2—1)(2n2—3)(2n2—5>;r(;)

_ (2n)(2n — 1)(2n — 2)...(1) F(l)
21(2n)(2n — 2)(2n — 4)...(2) 2
- B
NG

22nn

Remarque 1.1.1. [8/,/9] La détermination de la fonction Gamma pour les valeurs
I(z+1)

négatifs non entiéres par la formule T'(z) = , la fonction Gamma n’existe pas

pour les valeurs négatifs enticres.

Exemple 1.1.2.

1.
F(_Q1)_r(2_1+1)_r_%):_2ﬁ

. 3. T(24+1) T(= 9 4
r(%) (7;)_ (g) —j \f
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x Le graphe de la fonction Gamma I :

R 4

— T T T T T T T T T T
Fanction ¥ —r \—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

[(z) = lim et )(z+2)... .. (z+n)

Preuve. Considérons la fonction,

on peut facilement voir que :

n n —+oc0o
lim f(n,z)= lim (1 - :c) 2" dy = / e "x* tdx = T'(2)
0

n—+00 n—+oo Jo n

D’une autre part, par 'intégration par parties on obtient :

z

f(n,z) = /On (1 — z>n:tz_1dx = [(1 — f)”x—

n’ z
1 n n—1

= —/ (1_x> z*dzx.
z Jo n

Apres 'intégration par parties autre fois, on obtient :
1 T aanil i n—1 [ AN
, [ 1_7n—1 / (1_) z+1d
f(n,2) ZH( n) z+110+n(z+1) 0 n v
-1 n n—2
nln—1) / (1 _ w) e,
n?z(z+1) Jo n

3

n 1 n
+ f/ (1-— f)”_lxzdzzc
0 n

0 z
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Apres lintégration par parties n fois, on obtient :

nn—=1---[n=(m-1] TN et
fln,z) = n"z(z+11)---[z+(n—11)]/o (1_n> pHE=D) gy

n! e
- nz(z+1)---[z4+ (n—1)] [n%—zL

nln?

2(z+ 1) (2 +n)

par conséquent

L(z) = nl—lgloo 2Zz+D(z+2) - (z+n)

1.1.2 Fonction Beta d’Euler
Définition 1.1.2. La fonction Beta est un type d’intégrale d’Euler définie par :
1
B(p.q)= [ a1 =2)""dz, (p.q € C,Re(p) > 0, Re(q) > 0)
0
Proposition 1.1.3. on a :

L'(p)I'(q)

Blp.a) = L(p+q)

Preuve. Soit D = (0, +00) x (0, 4+00)

L(p)I(q) = ( /0 " xplemdx) ( /0 o y‘”eydy)

= //D:Ep_lyq_le_(”y)dmdy

en utilisant un changement de cordonnées, considérons les nouvelles cordonnées
u=xr+y T =uv
_ _z = _ 1 ’
v=H y=u(l—v)
O(z,y)

day —|1—v —u =—uw —u(l —v)=—u,

v u

de méme que le domaine D’ correspondant & D dans les cordonnées u, v est

D' ={(u,v) /Ju>0,0<v<1}.
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alors :
/ / 2P Lyt e ) gy = / / ()P~ [u(1 — )" e — uldudv
D !
= // uPT P (1 — ) e dudy

= </O+OO up+q_le_“du> </01 P (1 — v)q_ldv>

= T'(p+q)B(p,q),

par conséquent on a :
['(p)T'(q)

PO =Tty

1.1.3 Fonction de Mittag-Leffter

Définition 1.1.3. La fonction simple de Mittage-Leffter est définie par :

+o00 $k
Ez)=) —— a>0.
(z) kz::o T(ak+1)
et la fonction de Mittage-Leffter généralisée est définie par :
400 :Ek
Ea, x) = — ﬁ > 0.
5(7) kz:% I'(ak + )
Exemple 1.1.3.
L + k +oo .k
Xz X x
E1:E1’1: —_— e = —:e’”.
,;0 I'(k+1) ,§ k!
2.
+oo gk io 2k "
Ey=FE=) = = cosh /.
kz:% L2k +1) = (2k)!
3.
+oo l’k +o0o CEk 1 +o0o l’k+1 1
Eo=) — =) ——=—» —— =—(e"—1).
! ,;)r(lwrz) kz:%(kﬂ)! xkz:%)(k—i—l)! x
4.
400 l‘k 400 SCk 1 400 iL‘k+2 1
L3 ,;)r(ms) kz:%(lwz)! x2,;)(k+2)! 2 7
Théoréeme 1.1.1. [8/,/9] Pour touta=n€ N, Ae R ona :
d
(%)”En()\x") = AE,(A\a").
d
(d—) P B, s(A™) = APTTRE, (™).
x
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1.2 Intégrale fractionnaire

1.2.1 Intégrale de Riemann-Liouville
Fonctions définies sur C|a, b]

Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur [a, b] . Notons par (I}, f) la primitive

de f qui s’annule en a :

Vi fob), (100 = [ s

L’intégration de (I}, f) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en

a et dont la dérivée s’annule en a. De plus, d’apres le théoreme de Fubini,

(L F)*(1)

@ potti )@ = [ ([ rdr) du
_ /at(t _ ) f(x)da.

Soit n € N*, En notant (I, f)™ la n-iéme itération de (11, f), une récurrence directe

montre que

(L+ f)"(t) = (n_ll), /at(t — )" f(z)da

si on note g = (Il f)", g est donc l'unique fonction vérifiant,
VO<k<n—1, ¢¥W(a)=0, g™ =
Légalité ¢ = f justifie la définition suivante :

Définition 1.2.1. Soit n € N*| L’intégrale a gauche d’ordre n de f, que [’on note
(I f) est définie par :
1

Lo+ f)(E) = =1 /at(t — )" f(x)dz.

Grace a la fonction Gamma d’FEuler que nous avons définie précédemment.
C’est la propriété I'(n + 1) = n!, Vn € N, qui permet de généraliser la définition
1.2.1 de la maniere suivante :

Définition 1.2.2. L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre
a > 0, est définie par :
1 t
vt € la,b], (I% f)(t :—/ t — ) f(z)d
[a, 0], (134 1)) o) . (t —2)* f(z)dx
De méme maniére on définit l’integrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite
d’ordre o > 0, par :

WGMHJ@fW%ﬂéw[@—ﬂ”V@Mw

6




Chapitre 01 Définitions et notions de base

Fonctions définies sur RT et R

I1 est naturel d’étendre la définition 1.2.2 aux axes R et R, Notons ces opérateurs

(Ig+f) et (1) :

vt e R, (I f)(t) — F(la) | ‘(= 2 ) da
ek (1200 = o [ (-0 @)
Proposition 1.2.1. [8/,/9] Pour o >0, >0, on a :
1.
o vy KB o)atB-1
(I3 (t — a)’ )(t)—m(t )t
: r(s)
(50— 00 = b=y
Preuve.
1.
(1%t —a)’ ) (t) = F(la) /at(t —2)* Yz — a)’'dx, posons (v —a) = s(t — a)
_ F(la) /01((15 a) — s(t— @) (s(t — )1 (t — a)ds
= F(loz)(t a)>th1 /01 sP71(1 — 5)* " lds
I S O Bla o B) = I'(a)l'(B)
I'(8) atf1
BT

2. Méme idée le changement de variable est (b —z) = s(b—t) .

Théoréme 1.2.1. [8],/9] Si f € L*([a,b]), alors I% [ existe pour tout o > 0, et
1o.f € (ab])

Proposition 1.2.2. [8/,/9] Soit a >0, >0, et f € L'([a,b]).
Alors
I - 1
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Preuve.
0 = o [0 g [ = 9 s
1 t oz o1 1 changement de l'ordre
- [(a)T(B) /a /a (t=2)"" (o =) f(s)dsd, d'intégration
1 t t o1 . r=(t—su+su:0—1
= F(a)F(B)/af(S)/s(t_x) (z — 5)7dxds, w— =y
= F(oz)lf‘(ﬂ) /at F(s)(t—s)>tot /01 (1 —u)* " v’ tduds,
= e L - 9 B s)ds, (Ba ) = F )
_ 1 I'(a)T'(8) atf-1
= T@I@ Tars J IO
S
)
u

1.2.2 Intégrale de Katugampola

nous presentons une généralisation recente introduite par Udita Katugampola
(2011) [7], qui généralise I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et I'intégrale
fractionnaire de Hadamard. 1’ intégral est maintenant aussi connue sous le nom

d’intégrale fractionnaire de Katugampola et donnée par

Définition 1.2.3. (Katugampola ) L’intégrale fractionnaire d’ordre o > 0 de la
fonction y € XP[0,T] est définie par :

-1

iads, te[0,1].

(T 0 =Fs [ (;p_ “)

pour p > 0. Cette intégrale est appelée l'intégrale du coté gauche.
De méme fagons on peut définir U'intégrale du c6té droit [7]-[6].

Remarque 1.2.1. Considérons l'espace XP[0,T] (c € R;1 < p < 00) des fonctions

mesurables y sur [0,T] pour ||y||x» < 0o, ot la norme défini par :

1
T ds\»

o c p
||y||xg—(/0 59 (5) )

8




Chapitre 01 Définitions et notions de base

et pour le cas p = oo

[yl x o = ess sup [t°]y (2)].
0<t<T

Théoréme 1.2.2. [7] Soient a« >0 et p > 0. t € [0,T] Alors

tim, (T59) (1) = (T5) () = s | (6= vt
Tim (°T3y) (1) = (T29) (1) = F(l&) [ (oa )™ g

1.3 Dérivées fractionnaire

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, on va commencer par
introduire les trois plus importantes approches de calcul fractionnaire : au sens de
Riemann-Liouville , au sens de Caputo et au sens de Katugampola . On présentera

quelques une de leurs propriétés .

1.3.1 Dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

Si @ > 0, on note [a] la partie entiere de « :[a] est 'unique entier vérifiant
[a] < a < [a] +1, soit f : [a,b] — R. En s’inspirant de la relation classique
d

2 Ve . 7’ . ’ . .
&= % o I}, on peut définir une dérivée fractionnaire d’ordre 0 < o < 1 par :

d” d
— = —o ™
dte —dt !
Plus généralement, si a > 0, et n = [a] + 1, on peut poser :

a« o dr .,

- = —— 0 "
dte  dtn

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche.

Définition 1.3.1. Soit « > 0 et n = [o] + 1, la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville a gauche d’ordre o est définie par :

el D) = (5 oL

= F(nl— o) j; /at(t — )" f(2)d.

De plus, on a vu que la définition 1.3.1, d’intégrale a droite était associée a

—d/dt. le raisonnement précédent conduit donc a la définition suivante :

9



Chapitre 01 Définitions et notions de base

Définition 1.3.2. Soit a« > 0, et n = [a| + 1 . la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville a droite d’ordre o est définie par :

Vi€ [a, b, D2 f(t) = (‘i) o I f(1)

[‘Egl_y;) 5; /tb(I — )" f(a)da

Soit maintenant f : R — R, les définitions précédentes se généralisent directement

et sont appelées dérivées de Liouville.

Définition 1.3.3. Soit a > 0, et n = [a| + 1. la dérivée fractionnaire de Riemann-

Liouville a gauche d’ordre o est définie par :

VieR, DIf(t) = (i) o I f(t)
1

- Fosa /t () ()

De plus, on a vu que le définition 1.3.3, d’intégrale a droit était associée & —d/dt.

le raisonnement précédent conduit donc a la définition suivante :

Définition 1.3.4. Soit a > 0 et n = [a] + 1. la dérivée fractionnaire de Liouville a

droite d’ordre o est définie par :

VteR, DOf(t) — (—Z)nofﬁo‘f(t)
1 @

T(n— o) din /t+oo(x — )" f(z)d.

Remarque 1.3.1. [10]
1. Poura=0, n=1, on a D% f(t) = L(IL. f)(t) = f(t)

L
2. Toutes ces dérivées coincident avec les dérivées usuelles pour les ordres en-

tiers :

Dy, f(t) = DLf(t) = g f(1)
Vn € N¥,

Dp-f(t) = D f(t) = (—=1)" = f (1)
Proposition 1.3.1. [8/,/9] Pour a >0, >0, on a :

1.
(D3t = a)’ ) (1) = gz~ s (=)™

10



Chapitre 01 Définitions et notions de base

(Dg-(b=1)7"1) (1) = (b— 1)t

Preuve.

1. Posons f(t) = (t — a)~1, d’apres la définition 1.3.1, et proposition 1.2.1, on

(D3N = (o I f()
_ [ TB) s
_(ﬁ)<ﬂn—a+@@ 2 ﬁ)’
et

et d’autre coté :

'n—a+p) = m—a+f-1I'n—a+5-1), I'(z+1) =2l (x)
= n—a+p-1)n—a+p-2)I'n—a+5—-2)
= m—a+f-lmn-—a+5-2)-(f-a)(5—-a),

done

(Dng )(t) = Iﬂ%(n—a—i—ﬁ—1)(71—04—{—5_2)...(B_a)<t_a)ﬁ—a—1
. (h—atpB-1n—a+p-2)-(B—a)l'(J) (t = q)f-ot
(n—a+pf-1n—a+f-2)(F-a)l(3-a)
= F(ﬁ) (t_a)/o’fafl'

I'(p—a)

2. De méme manieére .

Remarque 1.3.2. [§/,/9] Pour A\=p—1, a=0ona :

(0% F()\+1) —Q
(D§it) (1) = F(n_a+)\+1)(n—a+/\)(n—oz—|—)\— DA+ 1= )t
T(A+1)

= Tn—atrt 1)(71 —(a=AN))n—-1—(a—=N))...(1 = (a— A)tre,

11
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IO+ a—a
F(/\(fl;)l)t’\ , st a—Aé¢{1,2,..... ,n}

(Dget*)(t) = A>—1

Sia—Ae{l,2,--- nf=a—-A=m=>A=a—-m, me{l,2,...,n} C-a-d
(D§t*"™)(t) =0, me{1,2,...,n}.

Proposition 1.3.2. [8/,/9] Soit o > 0, § > 0, n = [a] + 1, on a les propriétés

sutvantes :

1. Si f(t) € Ly(la,b]), (1 <p<o0), alors
(DI )(8) = £(b), et(DE-I F)(t) = f(t).
2. Sia> B, etf(t) € Ly([a,b]), (1 <a < o), alors
(DI )(8) = (I F)(8), et(D) I )(8) = (L7 F)(8),
3. Si f(t) € C[a,b]), ¢=[a+ B] + 1, alors
(De-DLf) (1) = (DEE7F) (1), et (DD f) (1) = (D) (1),

4. St f(t) € Li([a,b]), (I'7*f) € AC™([a,b]), alors

n n—a £\ (n—K) a
(12D 0)(0) = KZ_1 [;*a_)mf))@—a)ff

n n K(n—a £\ (n—K)
B0 P = s -3 a“_ 0y

1.3.2 Dérivées fractionnaires de Caputo

Cette définition se base sur I'interversion des compositions dans la formule de dé-
finition 1.3.1, semble aussi raisonnable pour définir une dérivée fractionnaire appelée

dérivée de Caputo .

Définition 1.3.5. Soit a > 0, et n = o] + 1, la dérivée fractionnaire de Caputo d

gauche d’ordre o est définie par :

el “Df) = o () £
1

= Th—a) /at(t — )" ) (2)d,

12
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Définition aussi son analogue a droite.

Définition 1.3.6. Soit o > 0, et n = [a] + 1 la dérivée fractionnaire de Caputo a

droite d’ordre « est définie par :

el “DEi0) = e (—5) 0

(_1)n b n—a—1 g(n
T T(n-a) /t (o= @)

Remarque 1.3.3. [10] Par contre, de telles définition ne recollent pas correctement

aux dérivées classique :

Dy f(t) = f(t) = f™)(a)
Vn € N,

CDyf(t) = (=1)"(f(t) = F (D))

Heureusement, le résultat suivant montre qu’elles approchent les dérivées classiques

par limite inférieure.

Remarque 1.3.4.

1) On note AC(la,b]) lespace des fonctions absolument continues sur |a, b

f € AC([a, b)) & Jp € L ([a,b]) telle que f = c+ [T p(t)dt.

2)  On note AC™([a,b]), n € N*, lespace des fonctions f définies surla,b] a valeurs
dans C' qui ont des dérivées continues sur [a,b] jusqu’a l'ordre n — 1 donc :
AC™([a,0)) = {f : @ = C: f® € C([a,b]), k=0..n—1, f"D € AC([a,b])} .

Lemme 1.3.1. [8/,/9] Soit o € RY/N, et n = [a] + 1. si f € AC"([a,b]), alors
presque partout :

lim D f(t) = fM(t)

a—n—

lim “Dif(t) = (~=1)"f"()

a—n—

Proposition 1.3.3. [8/,/9] Pour o >0, 3> 0, on a :

1.
(CD2t = ") () = gt = @), B>
2.
(“D5 (b —0") () = 55— (;(f )a> (b=t B>n
Preuve.

13
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1. Posons f(t) = (t —a)’~1, d’apres la défintion de (D) on a :

D8N0 =170 (1) 10 = gy [ = O e

et
(i) (t—a)' = B-1DB-2)---B-1-n-1))(t—a)lt™
= (B-1E-2 - n -t

d'ou
a _B=1DB=2)..(B=—n) rt n—a—1 —n—1
CD3N0 = LT e e,
on suppose que (x —a) = s(t — a),
Alors on a :
« _ (6 - 1)(5 - 2)(6 _ n) ¢ n—a—1 —n—1
(D3N = e MU U O M
_ B=DB-2)..(8-n) a1 [! n—a—1_f-n-1
= T —a) (t—a)’ /0 (1—2s) sP s
_ (B-1D(B—=2)..(6—n) A B —a. B—n

_ BB Bl =)l B=n) a0
C(n— (3 - a)

— F(ﬁ) (t _ a)ﬁfafl

2. De méme maniere.
n
Remarque 1.3.5. [8/,/9] Pour A\=0—1, a=0ona:
AA=1)A=2).A=(n—=1)TAN=(n—1))

C o g A—a
Dgth = t
0" F'A—a+1)

reast ™ si, A¢{0,1,2,...n —1}
(“Dgt) (1) = A>—1

0 si, A€{0,1,2,....n— 1}

C-a-d
(“Dgitm) (1) =0, me{0,1,2,.on—1}

14
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Théoréme 1.3.1. [10] Soit a > 0, et n = [a|+ 1. Si f : [a,b] = R, posséde (n —1)
dérivées en (a) et (D% f) existe. Alors

=1 £(k) (g
(D2 f) (1) = D, [f(t)—Zf o ><t—a>k]

k=0

Pour tout t € [a,b)].

Preuve. Par définition on a :

o= S 5 e-ar| - (§) 1 s -

k=0

n—1 r(k) d n1 (k)
o) =)= o=t = 0= 5 Fge— o]
(t — x)”—a—l (t B x)ﬂ_a
on obtient :
noo Y et =l f8) (q)
L) = /aF(TL—OZ) [f(x)—kzo o (x—a)kl d
B B e L R O Gt ) G
[F(n_a+1) ( )]a+ a F(n—a_i_l)%g(m)dma
d ot )
reele(o)] = 1 g
De méme facon pour n -fois,
n-o _ n—a nﬁ
Ll®] = L= sg(t)
n yn—o d"
= Il %g(t)
o " nzl fk) (q) .
= 13177 a [f(t) —kz:%] o (t—a) ]
ey TS Y@ )
= 117 %f(t), am 2 (t—a) ] -0,

15
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alors :
o @) AN RS YT
o= 0ot = () meefro - S o
- (§) e
A
= (dt) Ia+]a+ %f(t)
n—« dn
= Ia+ %f(t)
= (ODg+f) (t)
|

Corollaire 1.3.1. [10] Soit « > 0, n = [a] + 1 et (D% f), (YD% f)(t) sont
existent, on suppose que f*)(a) =0 pour k=0,1,2,...,n — 1. Alors :

("D f)(t) = (D )(t)-

Proposition 1.3.4. [8/,/9] Soit « > 0, >0, n = [a] + 1, on a les propriétés

suivantes :
1. Si f(t) € C([a,b]), ¢ = [+ S] + 1, alors :
(“Dg “DLf) (1) = (CDEF) (),
et
(“Dg- Dy f) (1) = (“DPF) (1),
2. Si f(t) € C"([a,b]), ou f(t) € AC"([a,b]), alors :
n—1 f(k)(a>

(12 “Df) (1) = f) =3 - a)
n—1 ¢ 1\n—k £(k)
L O S

1.3.3 Dérivées fractionnaires de Katugampola

Définition 1.3.7 ( Katugampola fractionnaire dérivés [6]).
Soit a,p € R telle que « > 0, p > 0, et n = [a] + 1. la dérivée fractionnaire de
Katugampola, pour 0 <t <T < oo, est définie par :

L d\" _ P (s, dN\T sy (s)
PP — [l pyn—a — I-p 2
Dy (t) = (t dt) o ("Tyry) () = ¢ — (t dt) /0 s

16
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Remarque 1.3.6 ([7]-[6]). Un exemple de base , nous citons pour a,p > 0, et

> —p, alors :
(D)

Dt = th=p,
o0+
_ ©
r (1 o+ p)
donne en particulier pD8‘+tp(“_m) =0, pour tout m=1,2,... n.
En fait, pour a, p > 0, et © > —p, nous avons :
el a—ntl —pd\" rt — n—a—1
POyt == (tl pa) Jo 87T (tP — sP) ds

pT(be)
D(1+n—a+t)
(e
r(1-at2)

e famasg =g fimargle

th=or,

Sion met m = o — £, on obtient de (1.1) :

['(a—m+1)
ppe, ypla—m) _ ja—1Z \Z 7 TP 7). —m=1) (1= m)tP™
o+ F(n—m—i—l)(n m)(n—m—1)---(1 —m)
Donc, pour m = 1,2,...,n, nous avons ng+t”("‘_m) =0, Va,p > 0.

C'[0,T] désignons ’espace Banach de tout les fonctions continues sur [0, 7]

1Ylloe = sup{ly ()] : 0 < <T}.

Remarque 1.3.7. Soit p,c,T € R tel quep >1,¢>0, et T < (pc)i )
il est clair que, Yy € C'[0, T

o ds\ 7 T
w= ([ rere) < T,

(pe)¥

ly]

et
[yl xeo = ess sup [ty ()] < Tyl -
0<t<T
Ce qui implique que C'[0,T] — XP?[0,T7], et :
[yllxe < lylloe pour tous T < (pc)»e.
Théoréme 1.3.2 ([7]-[6]).
Soit o, p € R, tels que a € (0,1), et p > 0, alors pour f,g € XP[0,T], ot
1<p<oc0,o0na:
- Propriété Inverse
PDE TS (1) = £ (1) (12)
- Propriété de linéarité
"Dy (f+9) () = "Dgif(t) + "Dgig(t),

(1.3)
"L (f+9) @) = ng+f(t) + I5vg (t).
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1.4 Théoréemes de point fixe

Dans cette section on a destiné aux différents outils et résultats de la théorie
de l'analyse fonctionnelle utilisés par la suite : principe de contraction de Banach,

équicontinuité, théoréme de Schauder, théoréme d’Arzela-Ascoli,...

Définition 1.4.1. Soit X un espace de Banach. On dit que F est contractant =

Ve, xe € X, on a :
|F(z1) — F(xg)| < k|1 — 22], 0<k<l1

Théoréme 1.4.1. [4] Banach
Soit X un espace de Banach, et soit l'opérateur F' : X — X est contractant Alors :

F' admet un point fize unique, i-e
Jy* € X tell que F(y*)=y"
Définition 1.4.2. On dit que, A est convexe si
Ve,ye A, Vi€ [0,1] :tx+(1—t)ye A

Théoréme 1.4.2. [1] Schauder
Soit (E,d) un espace métrique complet et A une partie conveze fermée de E et soit
F:A— A, ona sil’ensemble {Fx:x € A} relativement compact dans E. Alors F

posséde au moins un point fize.

Théoréme 1.4.3. [/ Schaefer
Soit X un espace de Banach et F' : X — X un opérateur complétement continu.
Alors F possede au moins un point fize.

i) Vb C X = F(b) est relativement compacte,
it) si ensemble P ={y € X : \F(y) =y, X€]0,1[} est borné.

Théoréme 1.4.4. [4] type non linéaire de alternative de Leray-Schauder
Soit E un espace de Banach avec P € E un espace fermé et convere. Assumer U est
un sous-ensemble relativement overt de P avec 0 € U et A : U — P est une carte
compacte. Alors soit

I) A admet un point fize en U. ou
IT) 1ly a une point u € OU et p € (0,1) avec u = pA(u).
Théoréme 1.4.5. [4] Ascoli-Arzela
Soit l'ensemble F' de C(X,Y) (espace de Banach). On dit que F' est relativement

compact dans C(X,Y) si et seulement si :

18
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i) F' est borné donc 3k > 0 telle que :

If@)| <k VzeXetfeF,

it) F est équicontinue C-a-d Ve > 0,35 > 0 tell que :
|1 — 2o <8 = || f(z1) — f(xo)|| <& Vay,290€ X et f € F.

Lemme 1.4.1. [/ Granwall
Soit u(t) et g(t) deuz fonctions continues non négatives, sur 0 <t < T'. pour ce que
["inégalité

u(t) < p+ /Otg(s)u(s)ds 0<t<T

verifiée, ou 1 est une constante non négative. Alors

u(t) < ,uea:p(/otg(s)ds) 0<t<T

Théoreme 1.4.6. Kranoselskii

Soit F un ensemble non vide, fermé, et convexe d’un espace de Banach X. T et T,
sont deux applications de F' dans X tels que :

1. T\(z) + Tr(y) € F,Vx,y € F

217 est une contraction

3. T, est compacte et continue

Alors , Ty + Ty admet un point fixe dans F, autrement dit, il existe x € F tel que
Tl(a:) + Tg(&?) = X.
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Résultat d’Existence de la solution
des Equations Différentielles

d’ordre Fractionnaire

2.1 Equations Différentielles Fractionnaires de type

Riemann-Liouville

Dans cette section on s’intéresse au probléme non linéaire fractionnaire étudié par
S.Zhang dans [15]

D§iu(t) + f(t,u(t)) =0 0<t<l, 3<a<i4 (2.1)
u(0) = u'(0) = u"(0) = u"(1) =0 '
ou f € C([0,1] x [0,00]), et Dy, est lUopérateur de dérivation fractionnaire d’ordre

a au sense de Riemann-Liouville.
L’existence des solutions positives du probléeme est basé sur la méthode de sup-

solutions et inf-solutions, fondée sur ['un des théorémes de point fixe.

2.1.1 Lemmes Fondamentaux
On a les lemmes fondamentaur suivants :

Lemme 2.1.1. [15] Soit o > 0, donc ’équation différentialle de type Riemann-

Liouville :
Du(t) =0, 0<t<l1

20



Chapitre 02 Résultat d’ Existence de la solution des FDF

admet la solution suivante :

tel que : G €eR, i=1,23,--- ,n,n=a]+1
Lemme 2.1.2. On pose
we C(0,1)NL0,1), D e C(0,1)NL0,1)

Alors
I°Du(t) = u(t) + c1t® t + cot® 24 - et

GeER, i=1,23--.n n=l[al+1

Preuve. Soit o > 0, et soit w € C(0,1)N L(0,1), on a :

n (I"uR ) (0
I“Du(t) = -y ( = k+)1(> )ta*’“

=
—_

B u(t) - (In— u(n—l)) (0) aty (In—au(n—Q)) (O) s (In—au) (0) o
B () ['(a—1) [a—n+1)
nfau(nfi)
on pose ¢; = —% eR, Ve =1,2,---,n, de trouve l’égalité.
|

Lemme 2.1.3. [15] Si y(t) € C[0,1], et y(t) > 0, le probléme :

u(0) = u/(0) = w'(0) = u'(1) = 0 (22)

admet une solution unique suivante :

{D0+u() y(t) =0 O<t<1 3<a<4

ou

a—ll_ a—3 _ _ o o)a—1 < <t<1
Clts) = L {t (1-s) (t—s) 0<s<t<

Lla) | t74(1 —s)>3 0<t<s<l1

Preuve. On utilise la définition de la dérivée de Riemann-Liouville et le lemme
2.1.2, on a :

t(t—s)>t

Ia) y(s)ds

u(t) = it ept® st gt — /
0
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D’aprés la condition initiale, on a :

1 1
Cy = C3 =104 , et (o) Jo ( 5)* " y(s)ds

alors la solution du probléme (2.2) s’écrire sous la forme suivante :

_ t ta—l(l _ S)a—?) 1 ta—l(l _ S)a—S t (t _ S)a—l
-/ R Ve)ds | —= y(s)ds — [ = y(s)ds

= /01 G(t, s)y(s)ds.

alors, on a u(t) >0, siy(t) >0, dans t € [0,1] .
|

Lemme 2.1.4. [15] Siu(t) € C?(0,1] est positive, la solution de probléeme (2.1) est
mp(t) <u(t) < Mp(t)

ol

o0 = 5 (5 - 2]

et m, M sont deux constantes .

Preuve. On a u(t) € C?0,1], alors il existe M' > 0, telle que |u(t)] < M’, pour
tout t € [0,1] et on prend :

m = min ft,u(t)), et M = max
(tu)€[0,1]x[0,M"] (t,u)€[0,1] % [0,M]

ftu(t)),
donc par lemme 2.1.3, on a :
m/o1 Gt s)ds < u(t)
= /01 G(t, 5) (s, uls))ds
< M/OlG(t, s)ds
alors on déduit que :

o0 = | "Gt 5)ds

- il e
Lt




Chapitre 02 Résultat d’ Existence de la solution des FDF

c’est-a-dire,
mp(t) < u(t) < Mp(t).

Définition 2.1.1. [15] Soit une fonction 5(t) € C?(0,1], la solution supérieure de
probléme (2.1), si 5(t) vérifiée :

—Dg.B(t) > f(t,8(), 0<t<l, 3<a<4
£(0) >0,5'(0) > 0,5"(0) > 0,8"(1) > 0

Définition 2.1.2. [15] Soit une fonction a(t) € C?[0,1], la solution inférieure de

probléme (2.1), si a(t) vérifiée :

—D§a(t) < f(t,a(t), 0<t<l, 3<a<4
a(0) <0,d'(0) <0,a"(0) <0,a"(1) <0

2.1.2 Résultat d’Existence

Théoréme 2.1.1. [15] le probléme (2.1) posséde une solution positive u(t), si il
vérifiée la condition suivante :
(Hy) :soit f(t,u) € C([0,1] x [0, 00[,RT), une fonction non décroissant par rapport

a deuzieme variable u, et on a :

ftp(t) #0, pour t € [0,1],
avec existe une constant positive o < 1 :

K F(tu) < f(t ku), VOo<k<l1

Preuve. On suit les trois étapes suivantes :
Etape (I) :

On pose les deux fonctions suivantes :

a(t) = kig(t) et B(t) = kag(t)
la solution inférieure (a(t)), et supérieure (B(t)), pour probléme (2.1) telle que :

{ O<l<:1§min{é,(al)é }

ko > max{ a—ll , (ag)T=7 }
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et on a :
= mi 1, inf t.p(t
“ mm{ %gmf(m(ﬁ}>0
cm::Inax{l,sup f(tp%ﬂ)}
te(0,1]
et on a :

o(0) = [ Gt.5)7(5. pl5))ds,

en vertu au lemme 2.1.3, on définit la fonction positive g(t) la solution de ’équation

sutvante :

O<t<l,3<a<4

0
u(0) = w/(0) = u”(0) = (1) = 0

{ Dgu(t) + f(t, p(t))

alors d’apres le lemme 2.1.4, on a :
arp(t) < g(t) < agp(t), Vi e[0,1],

puis d’apres le théoreme 2.1.1, on a :

kia; < FO) < kiaa < 1
B S B9 S mpm S 1
(kra1)” > k1 (k2a2)” < ko
Alors :
Pt a) = 72D )
p(t)
> (4 fieplo)
> (kya1)? f(t, p(t))
> ki f(t, p(t)
et on a :
faf(to(0) = af( 50 3(0)
> k()1 5(0))
> ka(koao) ™7 f(t, B(1))
> f(t,B(1))
Donc on a :
_D&alt) = kit p(t) <t alt) O<t<l 3<a<d
—DgB(t) = kaf(t,p(t)) > f(t,B(1)) 0<t<l1, 3<a<4
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Alors
a(t) = kig(t) , B(t) = kag(t)

vérifié la condition initiale et encours, on a : a(t) = kig(t), la solution inférieure et
B(t) = kag(t), la solution supérieure de probléme (2.1).
Etape (II) :

On preuve le probleme suivant :

{ —Dgu(t) = g(t,ut), 0<t<1 3<a<4
u(0) = w'(0) = u”(0) = u"(1) = 0

posséede une solution telle que :
f(t,a(?)) st ut) < a(t)

<
g(t,u(t)) = f(t,u(t)) st a(t) < u(t) < B(t)
(1)) s pt) <

on prend Uopérateur A : C*0,1] — C?[0, 1] défini par :

Autt) = [ LGt $)g(s, uls))ds,

tel que G(t,s) est défini précédent, on a A est continue sur C?[0,1], et la fonction
f(t,u) est non décroissante par rapport d deuxiéme variable de u pour tout u €
C?[0,1] on obtient : [f(t,a(t)) < g(t,u(t)) < f(t,B(t)), pour tout t € [0,1],] Donc
il existe une constante M > 0 telle que :

lg(t,u(t))] < M, ce qui implique que A est uniformément borné pour tout

u(t) € C?[0,1], et 0 < ¢ < ¢ < 1, alors on a :

|Au(ty) — Au(ts)| =

/01 G(t1,5)g(s,u(s))ds — /01 G(ta,5)g(s,u(s))ds
/0 Gt 5) — Glta, 5)] g(s, u(s))ds
< [116(.5) — Glta, ) (s, uls))ds

< Ju -] [ s)s

donc A est équicontinue, et d’apres le théoréeme de Ascoli-Arzela, A est compact.
donc D’apres le théoréme de Schauder ['opérateur A, admet un point fixe c’est a
dire le probléme (2.1) admet une solution.

Etape (III) :

On preuve que le probléme (2.1) posséde une solution positive, suppose que u*(t) est
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une solution de probléme (2.3) et on a f(t,u) est non décroissante par rapport a

deuzieme variable u. On définit ’égalité suivante :

ft,a(t)) < g(t,u™(t)) < f(t, B(1)), vt € [0,1]

Alors :
{ —Dg.2(t) > f(t,8(1) —g(t,w'(t) > 0
2(0) = 2/(0) = 2"(0) = 2”(1) = 0,

telle que : z(t) = B(t) — u*(t) et par le lemme 2.1.3, on a : z(t) >0

i-e u*(t) < B(t) Vt €[0,1] et par la méme Méthode, on a : a(t) < u*(t) pour tout
te0,1].

Donc u*(t) est une solution positive de probléme (2.1)

u

Exemple

Soit le probleme suivant :

{wa)—%f@u@):o, 0<t<l
u(0) =u/'(0) =u"(0) =u"(1) =0

tell que : f(t,u(t)) =t + v et0<o<1.

Ona f(tu(t)) = ¢t + u’ et,3 < a=1 < 4 et pour les deuz constant k, o
tell que 0 <o <let,0<k<1lona:

kK f(t,u) = k% + k°u’
t + (ku)? parce que k7 < 1
f(t, ku).

IN

Alors d’apres le théoréeme 2.1.1, le probléeme admet solution positive.

2.2 Equations Différentielles Fractionnaires de Type
Caputo

Cette section constitue a la question d’existence et d’unicité de la solution pour le
probléeme de Cauchy et le probléeme aux limites pour I'équation différentielle d’ordre

fractionnaire de type Caputo suivante :
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1.
CDoy(t) = f(ty(1), 1€0.7], 0<a<1 o
y(0) =y, wo€R ’ '
ou f:]0,T] x R — R, est une fonction continue.
2.
CDy(t) = f(t,yt)), t€[0,T], 0<a<1 (2.5)
ay(0) +by(T) = ¢ ’ '

ou f:[0,T]| xR — R est une fonction continue. et a,b, c des constantes réelles telles
que a + b # 0.

2.2.1 Lemmes Fondamentaux

Lemme 2.2.1. Soit a > 0, [’équation différentialles
“Dh(t) =0
admet la solution suivante :
h(t) =co+cit +cot? + oo - + ¢yt

¢eR, i=0,1,2,--- . n—1 n=la)+1
Lemme 2.2.2. Soita >0 :
sic;eER:i=0,1,2,--- n—1, n=[a|+1ona:

I “Dh(t) = h(t) + co +ert + cot> + -+ - +cpt" !

Preuve.
Soit a > 0, et Yh € C"([0,1]), on a :

I °D*h(t) = h(t) -

= k!
h"(O) h(n—l)(o)
= h(t) — [R(0) + A (0)t !
() = [hO) + B O+ T2 44
on pose ¢; = —% eR, +=1,2,--- ., n—1, on trouve [’égalité .
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2.2.2 Probléeme de Cauchy dans le cas 0 < a < 1

On va étudier ezistence et l'unicité de la solution d’un probléme de Cauchy
pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire on utilise la dérivée au sens

de Caputo qui s’écrire sous la forme suivante :

(2.6)

{ CDYy(t) = f(t,yt)), teJ=1[0T], 0<a<l
y(0)=w, weR

ou f:J xR —=R, est une fonction continue.

Proposition 2.2.1. [3/ Soit0 <a <1 eth:[0,T] = R une fonction continue.

la fonction y : . .
v =m0+ |t =) h@)a (2.7)

est une solution de l’équation intégrale si et seulement si y est la solution du probléme

a valeur initiale pour l’équation :

CDey(t) = h(t), te[0,T]
{ y(()) =Y (2.8>

Preuve.
On applique Dopérateur I¢, on a :
19Dy = I°h(t)
y(t)+co = I%h(t) alors
y(t) = I%h(t) —co

D’apres les conditions aux limites, on a :

y(0) = (I*h)(0) — co = —co -

Alors
—C =Y = = Yo

donc on a :

y(t) = I*h(t) — (—wo)
1

= o) /Ot(t —2)*  h(x)dz + yo

Inversement on a :
y(t) = (I*h)(t) + 4o
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on applique “D* a ’équation présidente, on a :

“Dy(t) = “D(I*h)(t) + D[yo]
= A(t)

donc il reste de vérifier que si,  y(0) = yo

on a :

y(0) = I"h(0) + yo
= 0+yo
= Yo-

Alors y est une solution du probléme.
[ ]

Résultat Existence et Unicité :

Pour étudier des résultats d’existence et d’unicité de ce probleme on utilise le
théoréme de point fixe de Banach.
et pour étudier l’existence et l'unicité de la solution (2.6), impose des conditions sur
Uespace C[0,T].
Notre approche est basée sur la réduction du probléme considéré en une équation

intégrale suivante :

y(t) = yo + ! ) /Ot(t — ) f(z,y(x))de, 0<t<T (2.9)

o)
Lemme 2.2.3. /5] Soit o € R(0 < o < 1), et fi_q(t) = (ISIO‘ )(t), on a si
f(t) € Cl0,T] et f1_a(t) € C0,T), alors :

flfa([))
['(«)

(I°Df)(t) = f(t) — 1 te0,7] (2.10)

Lemme 2.2.4. [5]
L’opérateur d’intégration I avec o € R est borné dans C|0, T

[e7

I < —
H gHC — F(l —i—Oz)
Théoréeme 2.2.1. [5] Soit 0 < a < 1, et G un ouvert de R, f:]0,7] x G — R
vérifie la condition de Lipschitz suivant :

(H1) il existe une constante k > 0 ;

lgllc: - (2.11)

|f(t,y)—f(t,2)| Sk:|y—z|, Vt € [OvT]a et y,ZGG
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et
TOL

e <1
Cla+1)

Alors, il existe une solution unique y(t) pour le probléme de Cauchy (2.6), dans

Uespace C[0,T].

Preuve. On utilise le théoréme du point fize de Banach pour l'espace C[0,T] qui

est un espace métrique complet avec la distance donnée par :

(1, 22) = |lo1 — z2llcpor) = tS[%pT] |1(t) — 22(2)]

on récrit I’équation (2.7) sous la forme suivant :

y(t) = (Ty)(t)

(T)(E) = w0+ g | (¢ =2 oyl

pour appliquer le théoreme de Banach, il faut montrer :
1. Siy(t) € C[0,T] Alors (Ty)(t) € C[0,T],
2. pour chaque y1,y, € C[0,T], on a :

1Ty = Tyollcror < wllyr — vell gy avee (0 <w <1)

comme f(t,y) € C[0,T], et tenant compte du lemme 2.2.4, on a :

Lt f(r,y()) “
Hr<a)/o (t— z)ia? com - Dlat1)

alors (T'y)(t) € C[0,T]. montrons maintenant (2.13).

1F &y lep.n

d’apres lemme 2.2.4, et en utilisant la condition de Lipschitiz on obtient :

171 = Toallcor = Hr(la) [ @) = fl ()] ¢ — 2

1

(2.12)

(2.13)

co,7)

< T ||f(:c,y1(t))—f(x,yQ(t))HC[O’T}/O ()1 da

o I
- I(a+1)
< Myl
- Da+1) o]

1 (2, y1(8) = 2, v2 (D)l cpo,my

on aw = ngfl) < 1, Alors d’apres le théoréeme du point five de Banach il existe une
solution unique y(t) € C[0,T], de l’équation (2.6)sur [0,T] .
|
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2.2.3 Probléme aux Limites dans le cas 0 < a < 1

Dans cette partie on va étudier [’existence et ['unicité de la solution d’un probleme

aux limites pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire :

Définition 2.2.1. On dit qu’ une fonction y € C*([0,T], R), est une solution
du probléme (2.5), si y vérifier Uéquation ©Dy(t) = f(t,y(t)), sur [0,T] avec la
condition ay(0) + by(T) =c .

Proposition 2.2.2. [3] Soit 0 < a <1, et h:[0,T] — R, une fonction continue.

Une fonction y

y(t) = F(la) /Ot(t — ) h(x)dr — chlLl) lf(boz) /OT(T — )" 'h(x)dr —c|, (2.14)

est une solution de l’équation intégrale fractionnaire si et seulement si y est la solu-

tion du probleme aux limites suivant :

{ CDoy(t) = h(t), te[0,T]

ay(0) + by(T) (2.15)

C

Preuve. On applique lopérateur I¢, on a :
I D>y = I°h(t)
y(t) +co = I%h(t)
y(t) = I%h(t) — co
Alors d’aprés les conditions aux limites, on a :
y(0) = (I*h)(0) — co = —co
y(T) = (I*h)(T) — co.
Alors
ay(0) +by(T) =c = —aco +b[INT)—co)=¢c =
(a+0b)co =b(I*h)(T) —c = co = a%_b[b(lah)(T) —c, a+b#0
donc on a :
(0% 1 (0%
o(t) = I°h(0) = —BIH)(T) —

1

t o1 1 b (T a1
- F(a)/o(t_x) h(x)dx_a—{—blf(a)/o(T_m) h(z)dx — ¢,

Inversiment on a :

y(0) = (1*W)(0) = — bIh(T) — ],
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on applique “D* a ’équation présidente, on a :
1

Dy(t) = CDUIM)(E) ~ D[ (I(T) —
= h(t)
donc il reste de vérifier que si, ay(0)+by(T) = c.
. { y(0) = I°h(0) — 45 DUI°R)(T) = ] oo (1)
y(T) = I°h(T) = 5 BIR)(T) = oo 2)
de (1) et (2) ona :
() +by(T) = % BIR)(T) — ]+ HIR)(T) — - (R)(T) —
= BT — d + IR (T)
—  —b(I*R)(t) + ¢+ b(I*R)(T)

= C.

Alors y est une solution du probléme . m

Résultat Existence et Unicité :

I) En utilisant le théoréme de contraction de Banach pour l'unicité de la solution
du probléeme (2.5).

Théoréme 2.2.2. [3] Supposons que :
(H2) 3k >0, telle que

|f(t,z) — f(t,2)] < klx —z|, VteJ etx,zeR.

St

T (14 2
I'a+1)

Donc, le probléme (2.5) admet une solution unique sur [0,T]

<1, (2.16)

Preuve. On transformé le probléme (2.5) en un probléme de point fize, on a :
F: C(0,T),R) - C(0,T], B)

défini par :

PN = g [ -0 oo g [ s [ (0= fayo)as — o]
(2.17)
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Donc les points fizes de F' sont les solutions du probléme (2.5), on a :
F est bien défini, en effet : siy € C([0,T],R), alors (Fy) € C([0,T],R),
donc si on montrer F' est contraction alors F admet un point fixe, en effet siy,z €

C([0,T],R), alors ¥Vt € J, on a :

)0 = PO < poos [ (6= 0" @) = Fo ()] da

oL T e
*ﬁnma+mA<T‘x) Fley(@) = (o, 2(2)|d

klly — 2l -1
< - @A —_ o
T(a) /O(t x)* dx

bk Ny — 2lloe [T a1
(a1 b /O(T ) dx

kT (14 2

= al'(«)

Donc

|a+b]
<
= al' (@)

Donc on peut déduire que F' est un contraction et d’aprés le théoreme de Banach F

kT (14 25 ”

1F(y) = F(Z)] ?lle

admet un seul point fize. cette point est la solution du probléme (2.5).
n
II) Pour le deuziéme résultat d’ezistence de la solution du (2.5). En utilisant le

théoreme du point fixe de Schaefer .

Théoréme 2.2.3. [3] Supposons que
(H3) La fonction f:[0,T] x R — R est continue.
(H4) 1l existe une constante M > 0 telle que :

|f(t,2)] < M, Vte[0,T], et x €R.

Alors, le probléme (2.5) admet au moins une solution sur [0,T].

Preuve.
Pour montrer F de (2.5) admet un point fize, on a 4 étape suivant :
Etape (I) :
F est continue : soit {y,} une suite convergente pour la norme ||.|| ., versy
C-a-d

lim [lgn — yllo = 0

n—0o0
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1l faut montrer que lim |F(yn) — F(y)ll, =0, Vtel[0,T] ona :

F )0 = PO < s [ (0= @0, (0) = f (@) dr

bl 7 e
Frala o b @0 @) = f(e ()] d
< g =0 s (@) = (@) de

z€[0,T]

6] r a-1
+F(a)m+b|/0 (T —x) sup |f(x,yn(x) — f(2,y())| dx

z€[0,T
7)) = SO [ [y vty ey
= INE) [/0(2f )*d +]a—i—b| 0 ) d]
T (U ) 1 G = £G w0
- al'(«)
f est continue alors,
T (1 + L o n()) = Ol
1E()(0) — P < (%”“)Héig>‘“y”” 0 quand n — o0

d’ot la continuité de F'.

Etape(II) :

On a si F({E}) est borné = {E} est borné dans C([0,T],R),

en effet, suffit de montrer que pour tout o > 0, il existe une constante L > 0 : pour
touty € Uy, U, ={y € C([0,T],R) : |ly|| ., < o}, ona ||[F(y)|, < L. par (H4) on
a pour tout t € [0, T

1 t o—1
wwxszw)/a—x> fay(a)| da

S @ o e+
< F(a)/ (t —z)* 1dm+% OT(T—m)a_lda:+ m'jr'b’
< @™ Tera T e
Alors :
1EWl < afj’\{a)Ta * @r(g||2’+ bl ’ yali =L
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Donc par suite, F'(U,) est borné.

Etape (I1II) :

F({E}) : ({E} est borné) est un ensemble équicontinu de C([0,T],R). Soit t1,ty €
[0,T], t1 < tg, U, un ensemble borné de C([0,T],R) et soit y € Uy,

Alors :

(o)
+F](wa) :(t —2)* da

< rap = 07+ ] - )

S m(iz —t)" + m(t‘f‘ — 1)

quand t; — to, le momber a droit de l'inégalité précédent tend vers 0, d’ou la conti-
nuité de F' d’aprés Uétape (I1), et (I111), et le théoréme d’Ascoli-Arzéla, F(U,) est
relativement compact pour tout borné U, .

C-a-d I est complétement continu et par étape I, F est continu par conséquent,
F:C(]0,T],R) — C([0, T],R) est continu et complétement continu .

Etape (VI) :
Donc il reste & montrer que e = {y € C(J,R) : y = AF(y) tell que 0 < X\ < 1}, est
borné ety € e = y = AF(y), tell que 0 <A< 1 .doncVt € J, On a :

10) =gy [ 0= 0 oo = g [ [ = o gt
et daprés (HA), etVte J on a :
PO < g5 [ (=27 ()| ds
g @ o el +
< F](Wa)/ot(t —2)* tdr + la'i' 0
+P(Of\>4|c|fl+b| OT(T — )" ldx
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e M g MBI
“al(e) " al(@a+d]" " a+0
Alors, Vt € [0,T7], on a :
M M|b| ]
. ) o o ~R
I @Nm_aw® T AT (@)a+ 0 |a -+ b|

e montre que est borné alors on a d’apres théoreme de Schaefer on déduit que F
admet au moins un point fize qui est une solution du probléme (2.5).
]

Exemple 2.2.1. Considérons le probleme aux limites fractionnaire suivant :

C Na _ ey _
D y(t)—Wzl/_Hy(t)l, tEJ—[O,l],et0<Oz§1

y(0) + y(1) = 0.

Montrer que le probléeme admet une seule solution.

posons
ety
O+e)(1+x)

soit z,y € [0,00[ et t € J. Alors on a :

ft,z) =

c(t,x) € J x [0, 00]

t

e z Y
|f(t,Z)—f(t,y)| = (9+€t (1—|—z)_(1+y)
B etz —y
9414 2)(1+y)
< W‘Z_y’
<‘lb—y
- 10

Alors (H2) est satisfait avec k = % on doit la condition (2.16) est vérifiée pour o
eta=b=T =1. En effet

3k

3k
—<1&7T 1 — =0.1
2F(a+1)< sT(a+1)> 5 0.15 (%)

Alors on utilise le théoréme 2.2.2, le probléme admet une seule solution sur [0, 1]

pour « satisfaisant (x) .
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2.3 Equations Différentielles Fractionnaires de Type
Katugampola

Dans cette section, nous étudions [’existence et ['unicité de solutions pour une
classe d’équations différentielles fractionnaires non linéaires implicites de Katugam-

pola avec une condition initiale :

{ PDSu(t) = f(tu(t), " Dsult)), te[0,T]. (2.18)

u(0) =0
ou0<a<l p>0, et f:[0,T]xRxR—=R

Les arguments se fondent sur le principe de solution de Banach , de Schauder et

alternative de type Leray-Schauder.

2.3.1 Lemmes Fondamentaux
Dans Toute la section; T, p et ¢ sont des constantes réelles. telles que :
p>1, ¢>0, et T < (pc)ie. (2.19)

Dans ce qui suit, nous présentons quelques lemmes significatives pour montrer les

théoremes principaux, nous ’avons :

Lemme 2.3.1. Soit o, p > 0. Siuw e C[0,T], alors :

i) L’équation différentielle fractionnaire D.g u (t) = 0, admet une solution unique :
i) L’équation différentiell ti re PD.gru (t) = 0, admet luti }

w(t) = OtPe V4 Cotre=d o p OtP @™ tell que Ch, €R, et m=1,2,... n.

(2.20)
(ii) Si PDiu € C'[0,T] et 0 < o < 1, alors :
PTS PDS u(t) = u (t) + Ot~V pour certain constant C € R. (2.21)
Preuve. (i) Soit «, p > 0. par la remarque 1.3.6, on a :
PP P O™) = 0, pour tout m=1,2,...,n. (2.22)

Donc I'équation différentielle fractionnaire #D§,u (t) = 0, admet une solution parti-

culiere suivante :

w(t) = CptP @™ C eR, pour tout m=1,2,... n. (2.23)
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Ainsi, la solution générale de D, u (t) = 0, est une somme de solutions particulieres
(2.23), i.e

u(t) = CytP@™ 4 Ot oo OtPle™) Chn€R (m=1,2...,n).
(2.24)
(ii) Soit *Dfu € C'[0,T] la dérivée fractionnaire de katugampola d’order 0 <
a < 1. Si nous appliquons 'opérateur #D§, a PZ. *D§,u(t) — u(t) , et utilisez les

propriétés (1.2), (1.3), nous avons :

’Di+ ['I5 "Dyru(t) —u(t)] = "Dgr *Lge *Dgru(t) — “Dru (1)
= Dgru(t) — "Diru(t)
= 0.

Aprés étape (i), il existe C' € R, telle que
" DS (t) — u(t) = CtPle ), (2.25)

ce qui implique la loi de composition (2.21) m En nous basant sur le lemme précédent,

nous définirons la solution du probléme de la valeur initiale (2.18).

Lemme 2.3.2. Soit a,p € R, soit tel que 0 < o < 1, et p > 0. Nous donnons
u, "Dgu € C0,T], et f(t,u,v) est une fonction continue. Alors le probléme (2.18)

est équivalent a [’équation intégrale fractionnaire :

:/OtG(t, §) f (s,u(s), Deu(s)) ds, (2.26)
tel que :
_ pe p=1 (1p pyo—l
G(t,s) = WS (tF —s”)" . (2.27)

Preuve. Soit 0 < a < 1, avec p > 0. Nous pouvons appliquer lemme 2.3.1, a réduire
I'équation fractionnaire (2.18) a une équation intégrale fractionnaire équivalente. par

appliquant ?Z§, a I’équation (2.18) on obtient :
LD (t) = PTg f (b (), DR (t)) (2.28)
par le lemme 2.3.1, on trouve facilement :
PTS, PG (t) = u(t) + C'tPeY), (2.29)

Pour certain C" € R. Alors, I’équation de l'intégrale fractionnaire (2.28), donnée
par :
w(t) = "I £ (tu(t), PDgeu (1)) + CD, (2.30)
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pour quelques C' € R. La condition de(2.18) implique que :

w(0) =0=C lim "D = ¢ =0. (2.31)

t—0+

Par conséquent, le probleme (2.18) est équivalent :

u@ng@Qﬂwm%@@mﬂﬁ (2.32)

tell que G (t,s), qui donné par I'égalité (2.27) Alors le preuve est compléte. m
Maintenant, nous allons prouver le premier résultat d’existence pour le probleme
(2.18) qui repose sur théoreme du point fixe de Banach . Nous imposons les hypo-
theses suivantes :
(H1) f:]0,7] x R x R — R est une fonction continue.
(H2) 11 existe deux constantes positives A, 5 > 0, et 5 < 1 tell que :

|f (tu,v) — f(t3,0)] < Au—a| + B lv—19], (2.33)

pour n’importe quel u,v, 4,0 € Ret t € [0,7T].
(H3) 11 existe trois fonctions positives a, b, ¢ € [0, 7] tell que :

lf (t,u,v)] <a(t)+0b(t)|ul+c(t)|v] VE€[0,T] et u,velR. (2.34)
Nous dénotons . "
a
My= - ¢ M= 2,
0= T € 1= 1" (2.35)
tell que :
a* = sup a(t), b* = sup b(1), "= sup c(t), avec ¢ <1. (2.36)
te[0,T] te[0,T] te[0,7T

2.3.2 Résultat d’Existence

Théoréme 2.3.1. supposent les hypothéses (H1)-(H2) correct. nous donnons

O<a<l etp>0, st
AP

(I=p)p°I (a+1)
Alors le probléeme de valeur initiale (2.18) admet une solution unique sur [0,7T].

<1 (2.37)

Preuve. Premierement, pour commencer la preuve, nous allons transformer le pro-
bleme (2.18) sous forme de fixed point probleme. Définir 'opérateur A : C'[0,T] —
C'[0,T] par :

,M@:KG@@ﬂm$%@@m»w (2.38)
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Parce que le probleme (2.18) est équivalent a I’équation intégrale fractionnaire (2.38),
Donc les points fixes de A sont des solutions de probleme (2.18)
Soit u,v € C'[0,T], telles que :

PDivu(t) = f(tu(), "Dru(t)),  "Dyo(t) = f (v (@), Do (t)). (2.39)
Ce qui implique que :

Au(t) = Av () = [ Glt,5)[f (5,0(), D) = £ (5,0 (5), "Dew (5))] ds,
(2.40)
Alors pour tout ¢ € [0, 7]

Au (t) — Av (t |</ G (t,8) |PDSu (s) — PDv ()| ds. (2.41)

par (H2) on a :

"Dg+u (t) = Do ()] |f (& u(t), "Dgeu(t)) = f (v (), "Dgeo (t))]

< Au(t) = o (6)] + B Dgeu(r) — *Disv (1)].

Ainsi

"Dg+u (t) = "Dgro (1) | < 1j6|u(t)—v(t)|. (2.42)
par (2.41) on a :
|Au (t) — Av (t)| < 1—)\5 /OtG (t,8)|u(s) —v(s)|ds. (2.43)
Donc
TP

| Au — Avl| lu—2] - (2.44)

<
T (A=p)pT(a+1)
Ceci implique par (2.37) que A est un opérateur de contraction. En conséquence du
théoreme de Banach principe de contraction, on déduit que A admet unique point

fixed lorsque cette point est une solution unique du probléme de la valeur initiale
(2.18) on [0,7]. m

Théoreme 2.3.2. suppose que les hypothéses (H1), (H2) et (H3) correct. Si on

mettait
M{Tr

pel (a4 1)

Alors le probléme de valeur initiale (2.18) admet au moins une solution sur [0,T].

<1. (2.45)
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Preuve. Dans le théoréme précédent, nous transformons déja le probleme (2.18) en

un probléeme de point fixe .
t
- / G(t,s) f (s,u(s), "Deu(s)) ds. (2.46)
0

Nous démontrons que A satisfait a I'hypothese de Schauder’s théoréme du point fixe

. La preuve se divise en trois étapes.

Etape 1 : A est un opérateur continu.

Soit (un),cy étre une séquence réelle telle que lim u, = u in C'[0,7]. Donc pour
n—oo

tout ¢t € [0,77],

|Aup, (t) — Au (t)] < /OtG(t, 8) [ (s,un (s), "Dirun (s)) — f (s,u(s), "Dgru(s))| ds,

(2.47)
tell que :
’Dirun (t) = f (t,un (1), "Disun (1)) , "Divu () = f (Lu(t), "Dgru(t)).
(2.48)

Comme conséquence de (H2), nous trouvons facilement D, u, — PDiiu in

C'[0,T]. en fait nous avons :

"Drun (t) = "Daru ()| = [f (tua (b)), "Dorun () — f (tu(l), "Dyru(t))]
< AMun (8) —u ()] + B Dgrun (t) — "Doru(t)] -
Ainsi
A
—p

Puisque u,, — u, donc nous donnons ”D[‘))‘+un( ) — ?D§.u(t) comme n — oo pour
tout ¢t € [0,7].
soit 0 < Ky < oo, tel que pour chaque t € [0,7], on a :

"Dosun (t) = "Porut)] < 5

() — u (1) (2.49)

"D uy, ()| < Ko, et PDiru (t)| < K. (2.50)
Alors, on a :

A (1)~ A ()] < [ G (1.5)IF (1 5). "Dy (5)) — (5,0 (5), "D (5))| s
< [ "Gt ) 1PDS un (5) — PDeu (s)| ds
I

t
t,s) [|PDgrun (s)| + |PDiru (s)]] ds < / 2K,G (t, s) ds.
0
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Pour chaque t € [0,T7], la fonction s — 2K,G (t,s) est integrable dans [0, ], alors

le théoréme de convergence dominé par Lebesgue et (2.47) implique
| Auy, (t) — Au (t)] = 0 comme n — oo, (2.51)
et donc
| Au, — Au|l, — 0 comme n — oo. (2.52)

Par conséquent, A est continu.
Etape 2 : basé sur (2.45), soit positif réal r, tell que;

MyT*

. 2.
pel (a4 1) — M, Tre (2.53)

Nous définissons :
P.={ueC[0,T]: |ul, <r}. (2.54)

Il est clair que P, est un sous-ensemble limité, fermé et convexe de C'[0,7]].

Soit uw € P, et A: P, — C[0,T] est opérateur intégral défini dans (2.38), Alors
A(P) C P.

En fait, pour chaque ¢t € [0,T] que nous avons de (H3) :

"D (B)] = [f @t u(t), "Dieu(t))]
< a(t)+0(0) |u®)]+c@) PDgru ()]

Donc

|"Dg-u (t)|

N
—~
b
ot
ot
~—

1—c¢* + 1-— c*r
< My—+ Mir. (2.56)

Ainsi
Au@) < [ G (s uls). Dieuls))lds

t
< / G (t,s)[My + Myr] ds
0
MyTPe n MLTP -
pel(a+1)  poT' (e +1)

[p°T (@ +1) = MiT™) Sy e + MATr

- p°T (a+1)

_ pT(at 1) = M TP r 4+ M TP
- poT (o +1)

< r
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Alors A(P,) C P..
Etape 3 : A(P,) est relativement compacte.
Soit t1,ty € [0,T] ,t1 < to, et u € P,.. Alors :

[Au (t2) = Au(tr)] = |J? G (t2,5) f (5,u(s), *Dgu(s))
< o' G (t2,8) = G (t1,9)] f (s, u(s), PDgru(s))] ds
+ 2 G (t2,9)|f (s,u(s), PDgru(s))| ds
< (Mo + Myr) [Ji (G (t2,8) = G (t1,9))| ds + [2 G (ta, 5) ds| .

(2.57)
On a :
-«
. P -1 a—1 a—1
Gltas) = Glt1s) = oo’ [(#5 = ") = (1 — 50"
_ —1 i P oPYY (4P P\
- O[pO‘F (OZ) ds [(t2 S ) (t S ) ]
Alors;;
t1 1
_ < p_ 4P\ pa _ 4pa '
f) (G (t2,9) = G () ds < e [ = 40)" 4 (87— )] (259
Encore on a :
t2 B pl—a 12} p—1 (o pya—1 B —1 b ootz
/tl G<t278)d5 - F(Oé)/tl s (t2 S) ds_apaf‘(a)[(t2 8)]7&1
1
< (5=t
- paF(oz—l—l)( 0"
Alors :
M0+M1T
- < SO 0 — D) 4 (15 — 0] 2.
|Au (t2) — Au (t1)] < 2T (a+1)[ (th — )" + (5" —t17)] (2.59)

Comme t; — tg, le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro,

En conséquence des étapes 1 a 3, et par de moyen de théoreme I’Arzeld-Ascoli |,
en déduit que A : P, — P, est continue, compacte et répond a I'’hypothese du
théoreme point fixe de Schauder . puis A dispose d’un point fixe qui est une solution
du probleme (2.18) sur [0,7]. =

Théoréme 2.3.3. suppose que (H1), (H2) et (H3) corecte. Alors le probleme de

valeur initiale (2.18) admet au moins une solution sur [0,T] .

Preuve. Soit a, p > 0, tell que a < 1. Nous allons montrer que le opérateur A défini

dans (2.38), satisfait a ’hypotheése du théoreme de Leray-Schauder du point fixe .
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La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

Etape 1 : Clairement A est continu.

Etape 2 : A mappe les ensembles délimités en ensembles délimités dans C' [0, 7] .
En effet, il suffit de montrer que pour tout w > 0 il existe un positif constant ¢ tell
que pour tout u € B, ={u € C[0,T] : |Jul|, <w},ona: |[Au|_ <L

Pour u € B, On a, pour tout ¢t € [0,T7],

|Au (t)] < /Ot G (t,s)|f (s,u(s), "Diru(s))|ds. (2.60)
Par (H3), et (2.56) on a pour chaque t € [0,77], on a :
If (t,u(t), "Diru(t))| < My + Myw. (2.61)
Ainsi (2.60) ce que implique
MyTPe MyTP

< =/. 2.62

Etape 3 : Clairement, A cartes délimitées en ensembles équicontinus de C'[0, T .

Nous concluons que A : C'[0,7] — C'[0,T] est continu et compleétement continu.
Etape 4 : Limite a priori.

Nous montrons maintenant qu’il existe un ensemble ouvert U C C'[0,T] avec

u # A (u) pour p € (0,1) et u € 9U. Soit u € C'[0,T] et u = A (u) pour certains

0 < o < 1. Ainsi Pour chaque t € [0,T], nous avons :

t
u) <p [ GE3)If (s,u(s), "Dhvu(s))|ds. (2:63)
0
Par (H3), Pour tout solution u € C'[0,7], du probléme (2.18), nous avons :

lu(t)] = '/OtG (t,s) f(s,u(s), " Dyru(s))ds| < /OtG (t,s) |PDiru(s)| ds.  (2.64)

Alors pour chaque ¢t € [0,7], on a :
PDivu ()] = [f (¢ u (), Dru )] < a(t) +b(@)[u ()| +c(t) ["Dgrut)]. (2.65)

Alors;;

"Dg+u ()]

IA

(@ ()
< Mo+ My |u(t)|.
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D’ou la

ju (1) <

Apres le lemme de Gronwall , nous avons :

MyT# t
—_— M . 2.
Tt + [ 3G (t,5) () ds (2.66)

MyTP MTPe
)] < ) 2.
Ol < ST 1) P (paF<oz+1)> (267)
Ainsi T LT
ke 1P
< —_— | = M,. 2.
il < apin s 0 g gy ) = (2:68)
Soit :
U—{ueC0,1]: full. < M +1}. (2.69)

Par notre choix de U, il n'y a pas u € OU tell que u = p.A (u) , pour p € (0,1).
en conséquence du théoreme de Leray-Schauder , A a un point fixe v dans U qui est

une solution a (2.18) m

Exemples

Exemple 1. Considérons le probleme de Cauchy suivant

1
D2 u (t) = cos(?) , te|0,T
o* m(V2cos(t)+sin(t)) [I—Hu(t)H— 1D0%+u(t) } [ 4} (2.70)

u(0)=0
Définir
cos (t)
T (\/§COS (t) + sin (t)) 1+ |u|+ |U|]7

ftu,v) = tE[O,ﬂ, u,v € R.

(2.71)

] , la fonction f est

Parce que sin (), cos (t) est fonction continu positif Vi € [0,%
conjointement continue. Pour tout u,v,u,v € Ret t € [O ”] ,ona, ? < cos(t) <1,

’ 4
et 0 <sin(t) < ?, donc

F(huo) — F(00)] <~ (ju—| + o —1]). (2.72)

N

Donc, I’hypothese (H2) est satisfait de A = 3 = % < 1. 1l reste & montrer que la
condition (2.37)

1=8)pTa+D)  (1- ) = VT 04660 <1, (273)

A (2) (3
Dri+1) 2(-1r(3)
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est satisfaite. Il découle du théoreme 2.3.1, que le probleme (2.70) admet une solution
unique.

Exemple 2. Considérons le probléme de Cauchy suivant :

1
1 cos(t) | 2+|u(t)|+ |1 D2, u(t)
D2, u(t) = [ o-100)] , teo1],
ﬂ(\/icos(t)—l—sm(t)) [1+\u(t)|+ 1D02+u(t) } (274)
u(0)=0
Définir
t) |2
f(tuv) = cos () 2+ Jul + o] tE[O,Z}, u,v € R.

o (ﬂcos (t) + sin (t)) (14 Jul + o))
(2.75)

De toute évidence, la fonction f est conjointement continue. Pour chaque u, v, 4, v €
Rette [O,ﬂ,ona

1

|f(tvu7v)_f(tvﬂ7f})| < ;(|u_ﬂ|+|v_6|)' (276)

Donc, 'hypothese (H2) est satisfait de A = = % < 1. Aussi, nous avons :

cos ()
ft,u,v) < 2+ |ul + |v]). 2.77
|f (8, u,0)] w(\/icos(t)Jrsm(t))( [ul +[vl) (2.77)
Ainsi, 'hypotheése (H3) est satisfaite avec
2 cos (t) cos ()

a(t) =

T (\/§ cos (t) + sin (t)) ’ s (\/§ cos (t) + sin (t))
(2.78)
Nous avons aussi :
2 1 2 1
at=—, et b"=c"=—<1, et My= , et My = . (2.79)
T T Tm—1 T—1
Et condition
1
1 )2
MTP —i) \z
. = ( 1) (4> = VT ~ 0.4669 < 1. (2.80)

pPT(a+1)  T(5+1)  2(x-1)r(2)

Alors par des théoréemes 2.3.2, 2.3.3 le probléme (2.74) admet au moins une solution.
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Conclusion

Dans ce mémoire on a présenté quelques résultats d’existence et d’unicité des so-
lutions du probléeme Cauchy et probléme aux limite pour des équations différentielles
d’ordre fractionnaire au sens Riemann-Liouville, Caputo et sens de Katugampola.
avec conditions locales.

Ces résultats ont été obtenus par I'application de la théorie de point fixe : ( Banach,
Schauder ...etc )
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Résumé

Dans ce travail, on fait une synthése de certains travaux sur I'existence et
l'unicité des solutions pour certaines classes d'équations différentielles
fractionnaire.

Nous présentons quelques résultats d’existence et d’unicité de la solution
de probleme de Cauchy et probleme aux limites pour des équations
différentielles fractionnaire de type Riemann-Liouville, de type Caputo et
de type Katugampola.

Mots-clés : Calcul fractionnaire, probléme aux limites, théoréme de point
fixe, probléme a valeur initiale, existence et unicité .

Abstract

In this Work we present the existence and uniqueness results of solutions
of fractional differential equations of Riemann-Liouville, Caputo and of
Katugampola for boundary value problems and Cauchy problems.
Keywords : Fractional calculus ,boundary value, fixed point theorems,
initial value problem, existence and uniqueness.







